JACOBIEN DES FONCTIONS SYMETRIQUES ELEMENTAIRES

www.h-k.fr/publications/objectif-agregation

Cette note présente une méthode purement différentielle de calcul du jacobien des fonctions symétriques
élémentaires :

%
J:det<a > EZ[Xl,...,Xn]
8Xj 1<

<i,j<n
ou Y= Z le--'Xj%EZ[Xl,...,Xn].
1< < <jisn
Trois autres méthodes (d’ordre algébriques) sont présentées dans
http://ens.univ-rennesl.fr/agreg-maths/documentation/docs/jacobsym.pdf

Ce calcul est intéressant pour 1’étude de la régularité des « fonctions-racines d'un polyndme » et assure que
« tout se passe bien » lorsque les racines sont simples (voir [BPM, application 1.26] et [ROU2, Exercice 62]).

Comme un polyndme a n indéterminées qui s’annule sur un ouvert non vide de R™ est nul, il suffit de trouver
une expression polynomiale de J(z1,...,x,) valable sur un ouvert non vide de R™. On pourra consulter a ce
propos le lemme 10 de la note « Sur le corps des complexes, tout est connexe » disponible sur

http://objagr.gforge.inria.fr/documents/

Introduisons quelques notations. On note 8 = (1,...,X""!) la base canonique de R, _1[X] et € la base
canonique de R”. On définit aussi I’application
R*  — R, 4[X]
@ n .,
(@1, zn) — JI(X =) = X".

Lorsqu’on lit ¢ dans la base 4, on remarque que
o1, mn) = (—D)"Sn (21, zn), (D)8, (1, ),y e, =1 (21, T0))

Fixons = (x1,...,7,) € R". La matrice de dg(,,, . ,,) dans les bases ¢ et # correspond a la matrice
jacobienne des fonctions symétriques élémentaires a des signes et a des permutations de lignes prés. On en
déduit, plus précisément, que

J(@1,...,2n) = (=1)" det Maty (Ao, .. 2.)) - (1)

On est donc ramené a calculer Maty, (d¢(,, ... »,)). L'application ¢ se préte particulierement bien au calcul
des dérivées partielles
o1, .,z + b ) — (T, .., Ty)

Oip(x1, ..., xn) = lim

t—0 t
X—(z;+1t)— (X—a
i [T (X - o) @D = (X )
=0 52 t
= - [I(X—a).
i
On suppose a présent que © = (x1,...,x,) vérifie que les x; sont n réels distincts (autrement dit, z; # x; si

1 # j) et on note
Pi = H (X - I'j) € Rnfl[X] .
J#i
L’interpolation de Lagrange (voir [cM, Théoréme 1.1]) indique que la famille (Py,...,P,) est une base de
R,,—1[X] notée %,. D’aprés le calcul des dérivées partielles, la matrice de dg(,, .. ,,) dans les bases € et
By est —1,,. La matrice de dy(y, ... »,) dans les bases ¢’ et % est donc I'opposée de la matrice de passage Q de
B A B,,. Alnsi, d’aprés (1), on a J(x1,...,2,) = det Q.

Pour calculer det Q, on va exprimer Q! la matrice de passage de %, & % (4 propos des matrices de passage,
on pourra consulter [PAU, Chapitre 1]). Pour cela, il s’agit d’exprimer, pour tout ¢ € [1, n], les composantes
de X' dans la base 8, = (P1,...,P,). Or, si on note (f1,..., fn) la base duale de %,, la décomposition de
P € R,,_1[X] dans %, est donnée (comme pour tout couple « base-base duale ») par

p = iﬁ(P)Pi.



Or ici, toujours par l'interpolation de Lagrange, les formes linéaires f; sont données par
R,1[X] — R

J#i

Ji o

On en déduit alors que, pour tout P € R,,_1[X],

-1

n

P=> fi(P)P;i= X (H(xi fj)) P(zi) P;.
i=1 \ j#i

En particulier, en appliquant cette égalité a chacun des vecteurs de la base canonique % de R,,_1[X], on en

déduit que la matrice de passage de la base %, = (Py,...,P,) a la base # est donnée par

s_
I

-1

[T (21 — ;)
J#1 1 x ... .Z'ln_l
1 1;[2(12 — ;) 1 @y ... xy" !
Q= J .
. n—1
H(zn*xj) 1 x, ... xp
L j#n J

Le déterminant de cette matrice est, d’aprés Vandermonde,

-1 -1
det Q' = <_H I (zi - Ij)) [I (&—a)= ( I (- Iz‘)) :
i=1j7#i {(i,9), 5>i} {(4,9), j<i}

On en déduit que J(x1, ... xn) = 1 (z;—=)
{(i,5), j<i}
pour tout (z1,...,x,) € R" vérifiant x; # x; si ¢ # j. L'ensemble des points de R™ vérifiant cette condition
étant un ouvert, on peut conclure :
ox;
0Xj ) 1cijen  {Ga). 5<i}
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